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Abstract: In this paper we present a new method to compute the determinants of square matrices of order
5 and 6. To prove the main results we have combined the Farhadian’s Duplex Fraction method and Salihu’s
method to reduce the order of determinants to second order. Hence, this paper gives the possibility to develop
a general method to compute the determinants of higher order.
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1. Introduction and main definitions

L et Abe an X n matrix:

a1 a4 e

a1 a4y s A
[An X n] = .

an1  An2 ccr Onn

Definition 1. The determinant of the matrix of order nx n is the sum

a1 412 cr O
a1 4 cer O
| Anxn| = . . . . = Zsjl]'z---]'n'ah'a]'z" s
: : . : Sn
anl  an2 Tt Onn

ranging over the symmetric permutation group S;, where

e +1, if jijo...ju, is an even permutation
Uz 1, if jijp...jn, is an odd permutation.

Definition 2. [1] Let A =
a1 a4y by1 by

B, 0and b;; # 0, (Vi,j = 1,2), then the duplex fraction or duplex division of the determinant of |A;| on
j J p p
|B2| is defined as follows

a a b b .
22 ] and B, = l 2 1 are two real matrices of order 2 x 2. If
2x2 2x2

ap ap ’ ‘ o2 |

ay a a1 a4
|A2‘ _ 21722 _ 1 b by
|Ba| bi1 bip b1 b

b1 by by by
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ain 412 M3
Definition 3. [2] Let A3 = | ay1 ax» a3
asz1 4azy 4as3

biy bip bis
and B3 = | by by bos are two matrices of order
bs1 b3 b33

3x3 3x3

3 x 3suchthatb;; # 0, (Vi,j = 1,2,3) and Bj is doubly nonsingular, then the star fraction of A3 on Bj is defined

as

*

Definition 4. [3] Let B, = [b

il

be a square real matrix of order #,

a1 412 a1 413

by b by by3

a1 Ay ap a4y

by by by by

bll bip b12 b13

by by by b3

a1 A2 axp 43

_ _ 221 222 222 223

a1 Ay ap a3y

a1 412 413 by Dby by b3

a1 ax a3 by1 b by b3

<A3)*_ L 431 432 433 |, 0| | | by ba bz b33
Bs bi1 bip b3 bi1 bip b3
by by by byy by by

b b b b b b

| bt b b33 |, . 31 bz b33

then the Dodgson’s condensation of

matrix By isa (n — 1) X ( n — 1) matrix defined as:

b1
by
DC (B,) =
bin—1n
L bnl
a1 a2
e a a
Definition 5. Let Ay = 21 2
asy 4z
ag1 a4
condensation is defined as
DC(A4) =
[ a1 a4
a1 a4
az1 a4y
a1 as2
and DC (DC (Ag)) =
az1 a4y
a1 as2
a1 as2
L g1 a42

bio bin-1) bin
by byu-1) boan
bin-1)2 b-1ymn-1) bu-1)n
b b b
n2 n(n—1) nn 1 (n—1)x(n-1)
a13  a14
a3 a4 b . . ,
e a square matrix of order 4, then the twice Dodgsons’s
asz3  dz4
A43 044 [ 4.4
a1 a1 aip a3 a13 a4
a1 ax axp a3 a3 a4
ap1 a2 ap  a23 a3 a4
7
azp  asp aszy 433 a3z  a34
asz1 a3 aszp 433 a3z d34
ag Aaq g2 443 A4z Qa4 | |4 4
aip 13 aip M3 a1z a14
ayy a3 ap  a23 a3 a4
ax a3 ax a3 a3 a4
asp 4ass asy 4ass az3 a34
axp a3 ax a3 a3 a4
azp 4as3 azp 4as3 as3 Aa34
azy 4ass azy 4ass az3 434
a4p 043 a4p 043 a43 44 oo
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The twice Dodgson’s condensation Duplex fraction for the square matrix of order 4 is defined as follows:

a1 412 a2 413 a2 413 a3 414
az1 a2 azp a3 azp a3 az3 A4
az1 a2 a3 a3 az3 a4
as; a3 az2 ass asy 4ass as3 as4
FDC (DC (Ay)) = 22 23
az1 a2 azp 423 Az a3 az3 a4
as] a3 sy ass asy 4ass as3 as4
az1 4z azy  ass az  ass asz  az4
aq1 442 A4 Aa43 A4 443 43 44
L asp as3 B

a1 412 413 414 415
az1 A4z a3 dz4 425
Definition 6. Let A5 = az1 Az a3 dsg  ass be a square matrix of order 5, then the thrice
41 A4 443 44 445
451 ds2 As3 454  A55 | 5.5
Dodgsons’s condensation is defined as follows:

a1 a2 a1 M3 a1z a4 a14 415

a1 a2 ayy a3 a3 a4 ap4 425

a1 4a axy a3 a3 a4 a4 a5

a1 as2 aszp 4as3 aszz  Aa34 34 4ass

DC (As) = ’

a1  as2 azp 4as3 sz 4a34 34 4ass

a41 a4 A4p 043 a43 44 44 445

a41  a42 a4y 043 a43 44 44 0445

L | 451 4as2 asy 4as3 as53 0ds4 as4 4ds5 | | Axd
and, FDC (DC (As)) =
a1 a4 aip a3 a2 413 a13 a4 a1z d14 a4 a15
a1 ax ax a3 axp a3 a3 a4 a3 a4 a4 425
a1 4a ayy a3 ayy a3 a3 a4 a3 04 a4 425
a1 as2 aszy 4as3 asy 4ass asz3  a34 azs  0d34 asz4 4ass
an az3 24
az1 ax ax a3 ax a3 a3 A4 a3 a4 a4 425
az1  asp asp 4as3 asy 4as3 33 34 az3  a34 a3z4 4ass
7
as; a3 asy 4ass asy 4ass asz a4 a33  as4 as4 435
aq1  a42 A 443 Aqp  A43 a43 044 43 A4 44  A45
aszp ass a34
a1 as2 aszp 433 aszy 433 asz3  d34 a3z d34 a3z4 435
aq1 a4 a4y 043 a4y 443 a43 44 a43 044 44 45
ag1 a4 a4y 043 a4y 443 a43 44 43 044 44 ad45
as1  as2 asp  4ds3 asy  4s3 as53  ds4 as3  ds4 as4 455
L agn 43 a4 43%x3
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The thrice Dodgson’s condensation Duplex fraction for the square matrix of order 5 is defined as follows:

FDC (DC (DC (As))) =
a1 12 12 93 a2 M3 a13 14 a2 M3 a3 a14 a3 a4 a4 M5
a1 a a a3 a2 a3 a3 a4 a2 3 a3 24 a23 a4 a4 a5
a1 a2 a2 a3 a2 23 a3 a24 a2 a3 a3 24 a3 a4 a4 azs5
31 32 32 33 32 33 33 34 432 433 433 34 433 434 434 435

a2 a3 a3 24
a1 a2 a2 a3 a2 23 23 24 a2 a3 a3 a24 a3 a4 a4 az5
31 a32 a32 a33 a3z 133 a33 434 432 433 433 a34 33 434 34 435
a3] a3 a32 a33 a3 33 a33 a34 ' a3 33 | a33 a34 a33 34 34 a35
41 42 42 43 R ) 43 44 L <) 43 44 43 44 44 45
a3p a33 a33 34
a2 a23 ‘ a3 24
a3 a33 a33 34
‘ a1 a2 ‘ ‘ a2 a3 ‘ ‘ a2 a3 ‘ ‘ a3 a4 ‘ ' a2 a3 ‘ ' a3 a4 ‘ ‘ a3 a4 ‘ ‘ a4 az5
31 a3 a3 a33 a3 33 a33 a34 azp a33 a33 a34 a33 a34 a34 a35
31 a32 a32 a33 ‘ a3z 4133 a33 34 ' a3 433 ‘ ' a33 a34 ‘ ‘ 33 434 ‘ ‘ 34 435
a4 42 42 43 42 43 43 44 42 43 43 44 43 44 44 45
a3 a33 a33 34
‘ 31 azp azp a33 ‘ ‘ a3z a33 a33 a34 ‘ ' a3 a33 ‘ ' a33 a34 ‘ ‘ a33 a34 a34 a35
g1 ) a4 a3 a4 43 a43 44 agn 43 a43 44 a3 g4 A4 a45
‘ g1 ayp ‘ ‘ a4 43 ‘ ‘ A 43 ‘ ‘ a3 44 ‘ ' A 443 ‘ ' a3 44 ‘ ‘ 43 44 ‘ ‘ A4 145
51 52 a52 53 52 53 53 54 52 53 53 54 53 54 54 55
42 43 43 44
azp a33 a33 34
42 43 43 44
2. Some useful Lemmas
To prove our main results we need the following lemmas.
ain a2 A1n
. . . ] a2n .
Lemma 7. (Salihu’s method [4]) The determinant of the square matrix A, = is equal to:
a a a
nl n2 nn nxn
ary T 1 (n-1) a2 a1n
An-11 " An-1)(n-1) A(n-1)2 A(n—1)n
a1 -+ Ay(n-1) a a2n
aixy a1z v A1p
a1 axp -+ A2p A1 - Ap(n-1) an2 Ann
a s A(n—1)
an1t Gn2 - Gun
A(n—1)2 A(n-1)(n-1)

Lemma 8. [1] Given a square matrix

411 412 413 414
Ay = a1 4 a3 423
a31 A4z 433 a34
41 O 43 Q44 | 4oy

of order 4 such that

a a3 > 0and az a3 £0

asp as3 a3 433
her IDC(DC (44))
det (Ay) = ———2221

ayy a3

azp 4as3

“2x2
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a1 412 a2 413 a2 413 a13  a14
a1 ax axp a3 ap a3 a3 a4
a1 a2 az a3 az a3 a3 a4
asy asp asy 4ass asy 4as3 a3z3  0a34
a1 a ayy a3 ayy a3 a3 04
asy asp asy 4ass asy 4ass a3z 0a34
asz1  4aszp asp 4ass asp 4as3 a33 az4
ag1 a4 42 443 42 0443 a43 044
ax a3
azp 4as3
a1 a4 a2 13 a2 413 a13  a14
az1 4 ayy a3 ax a3 a3 A4
az1 a4y ax a3 a a3 a3 a4
as1  as2 azp 4as3 asy 4as3 as33 034
an a3
az1 ax ax a3 axp a3 a3 4
az 4z azy 4ass asp 4ass as3 034
as1 as2 azp 4as3 asy 4ass as33 034
ag1 a4 a4p 043 a4y 443 a43 44
— az az3 — |FDC (DC (A4))’
az a3 azy a3
azp 4ass azy 4ass
Lemma 9. [2] Consider a square matrix
a1 d12 413 414 ais
a1 dpp a3 Az4 a5
As = | a3 a3z a3z a3 435 ,
aq1 d4p 043 44 45
451 Asp A53 G54 455 |5 g

ax»
of order 5, where | azp

a4

a3
as3
a43

| As|

a4
a34
44

is a doubly nonsingular matrix with all nonzero elements. Then

DC (DC (4s))
Ay a3 a4
aszp 433 0az34
A4y 043 044

|DC (DC (DC (As)))4]
ap a3 dp4
sz 433 as4
A4p  a43  044.

Lemma 10. [5] Suppose that A is a square matrix. Let B be the square matrix obtained from A by interchanging the
location of two rows, or interchanging the location of two columns. Then |A| = —|B|.
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Lemma 11. [5] Suppose that A is a square matrix. Let B be the square matrix obtained from A by multiplying a single
row by the scalar w, or by multiplying a single column by the scalar «. Then |A| = a|B|.

3. Main Results

Theorem 12. Given a square matrix As

ayp a3 a4

azx az az | >0,

A4y 043 044

Proof. By Lemma 7, we have:

an
az
|As| = | a
as
as1

by Lemma 10, we have

of order 5, such that

a1 412 413 a4 ais
a1 d2 d23 dp4 425
= a31 432 433 az4 4ass
a41 a4y 043 044 45
451 as2 As53 54 455 [g 5
azp 43 A4
Oand | "2 "B | L0,
azp; 4z as | # 0an # 0, then
asy 4as3
42 043 044
* *
|[FDC (DC (A4))1]"| [[FDC (DC (A4)),]"|
* *
det (As) [[FDC (DC (A4))5]"|  [[FDC (DC (A4))4]"|
e 5) —
Az a3 Aap4 2
az a3
azy 433 a34
asy 4ass
A4y 043 044
a1 di2 413 414 a2 413 414 415
dp1 dpp az3 az4 app A3 dp4 425
az1 dzp aszz  as4 azp a3z dzg 435
ag1 d4p 043 Q44 42 A43 044 a45
a1 dpp A3 ap4 Ay a3 a4 425
4 4 p 4 az1 dzx as3 az4 a3z Aa33 d34 435
12 @413 414 4ais
4 . 4 4 ag1 d4p 043 44 42 a43 044 0a45
22 23 a4 A5
as1 dsp as3  As4 sy Aas3 ds4 455
azp 4azz az4 ass | =
a a a
4o 043 044 445 2 23
a a a
a5y as3 ds4 as5 32 733
A2 A43 44
a11 412 413 414 a2 413 di4 a5
a1 Aazp 4az3z dp4 2 a3 dp4 425
a31 d3zx 433 az4 a3z a3z dz4 4ass
a41 Aa4p 043 044 4y a43 044 45
a1 azp Az3 a4 2 a3 dp4 425
a31 dzx 433 az34 a3y 433 dz4 4ass
a41 d4p 043 044 4y a43 044 a45
51 4ds2 ds53 054 as2 453  ds4 a55
a1 a2 413 414 a5 412 413 414
A1 a2 a3 424 | d25 A4 a3 A4
asz1 a3y 433 asz4 aszs dzp 4a33 34
41 Ad4p 043 44 45 A4p 043 044
- 7
as1 dsy 453 ds4 as5 dsp  ds53 054
| A21 a2 423 a4 A5 Azp d23 A4
a31 4azx 4aszz asz4 35 dzp 433 034
a41 A4y 043 044 45 A4y 043 044
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by Lemma 8, we have:

|IDC(DC(A4));]  |DC(DC(Ay4)),]
az a3 az a3
| 45| = : | Ipctbeiags  Ibciocian | -
axp a3 Ay 2 2
axp Az A3 a2 423 a2 423
Ay 43 Oas asy 4ass asy 4ass

using Definition 6 and Lemma 11, we obtain

1 1
|As| = .

ayp a3 A4
azy 433 034
A4y 043 044

|[FDC (DC (A4)),]"| |
|[FDC (DC (A4))5]"|  [[FDC (DC (A4))y]"|

a2 a3 a4
a3z 433 0az4
42 043 044

This complete the prove. O

21 41 3
1 4 3 21
Example1. Let A= | 2 5 2 3 2 | beasquare matric of order 5, then by using Theorem 12, we have
1141 2
231 41
21 41 3
1 4 3 21
As] = |2 5 2 3 2
1141 2
2 31 41
214 17 |[3141]
1 4 3 2 1 4 3 2
2523 25 23
11 41 12 1 41
(2 31 4] 13147
1 4 3 2 1 4 3 2
2523 252 3
|11 41 21 4 1
4 3 2 432
5 2 3 52‘
1 41
70 70
-175 350
B —10- (=7)?
—12 250

= — =25
—490 >
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Theorem 13. Given a square matrix

of order 6 such that

ax a3
azy ass
A4y 443
asy 4ds3
then
det (Ag)

Proof. By Lemma 7, we have

| Ag|

a11 412 4d13 414 415 416
a1 dpp Aap3 dp4 435 O
Ag = a31 4a3zp 4azz 4az4 ass  Aase
ag1 a4y 443 044 045 O46
as1 dsp 4ds3 ds4  As5  ds56
L @61 62 A63 s 65 66 |g.¢
az4 a5 app a3 dp4 A5 -
34 4ass >0 azp 4azz az4 ass £0and | ap a4y as
7
44 445 A4y 043 044 445 453 sy dss
(54 4s5 asp ds3 ds4 As5
* *
|[FDC (DC (DC (45))),]"|  |[[FDC (DC (DC (As))),]"|
* *
| [[FDC(DC(DC (A5)))3]"| |[FDC (DC(DC (45))),]'|
axp Aaz3 dxg a5 by O3z o 2
aszp a3z daz4 4ass a3y a4y as
A4p A43  O44 45 G a4 g
asp 4ds3  ds4 as55
a1 d12 413 414 a5 Adie
a1 dxp 4az3 Az4 A5 A6
a31 4d32 433 as4 ass  A4ze
a41 Ad4p 043 A44 A45 46
as1 4dsp 4as3 as4 Aass5  ds6
ae1 62 063 A4 A5 66
a1 412 413 a4 a5 ajp 413 d14 a5 Aaie
a1 dxp a3 dp4 A25 Ay a3 dp4 a5 A6
a31 432 433 4az4 435 32 a3z 4d34 435 A36
a41 Aa4p 043 044 045 A4y a43 044 445 Q46
as1 dsp 4ds3 ds4 As5 asp 4ds3 ds4 as55 As56
a1 dzp az3 dzg 45 ayp A3 dp4 A5 A26
a31 dzx 433 4az4 4ass Az 433 4az4 4azs  aze
41 a4y Aa43 Q444 045 Agp 443 a44 445 Q46
51 4ds2 4ds3 ds4 d55 asp 4ds3 ds4 as55 ds56
el a2 a3 Oe4 55 ae2 A3 de4 65 A56
ayp a3 dpg 425
aszpy 433 dz4 4ass
A4y 043 044 a45
asp 4ds3  ds4  a55

# 0,
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by Lemma 10, we know that

a11 412 413 414
a1 dpp a3 A4
a31 Aasp Aasz as4
a41 G4 443 44
51 4asp 453 as4

az1 Aazp Aaz3 a4
a31 432 433 434
a4 A4 A43 Q44
51 Aasp Aas3  as4
Ae1  de2 A3 64

a1 412 413 414
az1 dxp Aaz3 a4
431 4z 433 as4
41 A4p 443 44
as1  ds2  As53  dsg

461 62 463 Ae4
az1 Az az3 a4
431 432 433 4as4
41 A4p 443 44
as51 asp as3  as4

using Lemma 9, we have

|Ae| =

A a3 dp4 a5

ai5 a2 413
ass ax a3
ass asy 4ass
a45 42 043
ass asp as3
ass az a3
ass azy 433
a45 Aqp 43
ass asp as3
ass ag2 063
as a16 412
aszs a6 a2
ass aze Az
a45 A46  A42
ass ase¢ as2
ass 66 Aa62
ass azs a2
ass aze a3
as5 A46  A42
ass ase  asp

|DC(DC(DC(A5)))4|

a14 415 416
ap4 4Az5 4aze
az4 ass  ase
A44 45 46
as4 Aas5  4se

A4 Aazs  aze
34 Aass 4z
A44  A45 46
As4 4as5  ase
Ae4a 65 056

a13 414 415
az3 dx4 A5
as3 a4z4  4ss
43 44 A45
as53 Aas4  Aass5

63 Ae4 455
a3 dz4 A5
as3 az4  4ass
A43 444 445
as53 Aas4 Ass

|DE(DC(DC(As)) )|

ayp a3 dp4
sz 433 034

4y 043 044
|DC(DC(DC(As)))s]

ayp a3 a4
azpy 4a33 as34

A4y 043 044
|DC(DC(DC(45)))|

aszp 4azz dz4 4ass
A4y  a43 044 45
asp ds3  ds4 as5

using Definition 6 and Lemma 11, we obtain

axp a3 a4
aszp 433 0az4
4y 043 044

ayp a3 A4
azpy 433 az4

A4y 043 044

1 1
|[Ag| = 2
az dazz dz4 425 Ay a3 dpy
a3y 4as3 434 ass aspy asz asg
Agp A43 A44 45 A4 (43 0a44
asp a4s53 ds4  As5
|[FDC (DC (DC (45))),]*| |[EDC (DC (DC (As))),]"]
|[FDC (DC (DC (45)));]*| |[FDC (DC (DC (4s))),]"|
|[FDC (DC (DC (As))),]*|  |[EDC (DC (DC (As))),]"]
| |IFDC DC(DC(As)))g]I |[FDC (DC (DC (As)))4]"|
a a a a 2
A4 43 ﬂi; a5 foz % o
A4y 043 044
asp as3  ds4 455

This complete the prove. [
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1 4 2 1 3 2
211 4 2 3
234112 _ _
Example 2. Let A 3142 1 4 be a square matrix of order 6, then by using Theorem 13, we have
1 4 2 3 4 3
41121 3,
142137 (2 4 21 37"
21 1 4 2 311 4 2
2 3 4 11 2 3 4 11
31 4 2 1 4 1 4 2 1
1 4 2 3 4 |3 4 2 3 4
(4112 1] 3112171
2 1 1 4 2 31 1 4 2
1 4 2 1 3 2 2 3 4 11 2 3 4 11
2 1 1 4 2 3 31 4 21 4 1 4 2 1
2 3 4 1 1 2 |1 4 2 3 4 3 4 2 3 4
el = 151421 4 11 4 2 5
1423 43 3041 1| [P 14
411213 14 21341
4 2 3 4 14
1426 899
4898 2635 645 792
= a2 sl
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